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Nozioni di Geometria Analitica 
5.1 Piano cartesiano, distanza tra due punti, punto medio di 
  un segmento 
 
 Si richiama brevemente la nozione di “piano cartesiano”, descrivendo, 
innanzitutto, come si costruisce un “sistema di riferimento cartesiano ortogonale”. 
 Consideriamo due rette perpendicolari che si intersecano in un punto: per 
comodità di dispone orizzontalmente una delle rette, col verso positivo verso destra 
e l’altra retta viene pertanto disposta verticalmente, scegliendo come verso positivo 
quelle verso l’alto (la scelta dei versi sulle due rette è arbitraria); si fissa poi su esse, 
per semplicità, la stessa unità di misura. Tali rette si dicono assi coordinati o assi 
cartesiani: in particolare, quella orizzontale asse x  o asse delle ascisse, quella 
verticale, asse y o asse delle ordinate. Il punto di intersezione degli assi coordinati è 
indicato con O ed è chiamato origine degli assi. I due assi coordinati costituiscono 
un sistema di riferimento cartesiano ortogonale di origine O, indicato con xOy. Il 
piano cartesiano o piano xy a cui faremo riferimento è un piano su cui viene fissato 
un sistema di riferimento cartesiano ortogonale xOy. Il piano xy resta suddiviso dagli 
assi cartesiani in quattro parti denominate quadranti (si veda la figura 5.1). 
 E’ noto (si veda il capitolo 2), che l’insieme dei punti di una retta è in 
corrispondenza biunivoca con R.  Mostriamo ora come si stabilisce una 
corrispondenza biunivoca tra i punti di un piano e le coppie ordinate di numeri reali, 
cioè R2. 
 Sia P un punto del piano cartesiano. Tracciamo una retta verticale per P: questa 
interseca l’asse x in un punto la cui distanza dall’origine O viene detta ascissa del 
punto P ed indicata con x. Tracciamo poi una retta orizzontale passante per P: questa 
interseca l’asse delle ordinate in un punto la cui distanza da O viene detta ordinata 
di P ed indicata con y. Dunque al ogni punto P del piano cartesiano viene associata 
una ed una sola coppia di numeri reali (x,y) che rappresenta le coordinate del punto 
P rispetto al riferimento cartesiano fissato sul piano. 
 Viceversa data una coppia di numeri reali (x,y), si individui il punto H sull’asse 
delle ascisse avente distanza pari ad x da O e si tracci per H una retta r verticale; si 
individui poi il punto K sull’asse delle ordinate avente da O distanza y e si tracci una 
retta orizzontale s passante per K. Poiché le rette r e s si intersecano in uno ed in un 
solo punto P,  resta così individuata una funzione da R2 al piano cartesiano. 
 Per indicare che il punto P ha coordinate (x,y) scriveremo, in simboli: 
   P(x,y) 
(si veda la figura 5.1).     
 Nella fig. 5.2 sono rappresentati i punti A(2,5), B(-3,4), C(-1,-2), D(4,-4). 
 Vediamo ora come si calcola la distanza tra due punti nel piano cartesiano. Nel 
caso particolare di due punti aventi la stessa ordinata: 
   P x k1 1( , ) , P x k2 2( , ) , 
basta determinare la differenza tra le due ascisse e considerarne il valore assoluto per 
assicurare la positività del risultato (per definizione di distanza), in simboli: 
(5.1)  d P P x x( , )1 2 2 1= −  
(si faccia riferimento alla fig. 5.3). 
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 Analogamente se si considerano punti con la stessa ascissa: 
   P h y1 1( , ) , P h y2 2( , )  
si ha (si faccia riferimento alla fig. 5.4): 
(5.2)  d P P y y( , )1 2 2 1= − . 
 
 Nel caso generale di due punti con coordinate diverse: 
    P x y1 1 1( , ) ,P x y2 2 2( , )  , 
(si faccia riferimento alla fig. 5.5) si applica il teorema di Pitagora al triangolo 
rettangolo di vertici P P H
1 2
, , , ottenendo la seguente misura dell’ipotenusa P1 P2: 
(5.3)  ( ) ( )d P P x x y y( , )1 2 2 1
2
2 1
2
= − + −  
poiché le misure dei cateti  P H1  e HP2  sono rispettivamente d P H x x( , )1 2 1= −  e 
d H P y y( , )2 2 1= − . 
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 Ad esempio se consideriamo i punti A B1
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⎟  la distanza tra essi è, per la 
(5.1): 
   d A B( , ) = − = =4 1 3 3; 
se invece si considerano C(3,7) e D(3,2), la loro distanza è, per la (5.2): 
   d C D( , ) = − = − =2 7 5 5; 
infine nel caso in cui E(2,3) e F(8,7), si ha, per la (5.3): 
   ( ) ( )d E F( , ) = − + − = + = =8 2 7 3 36 16 52 2 132 2 . 
 Vediamo ora come si determinano le coordinale del punto medio M di un 
segmento di estremi P x y1 1 1( , )  eP x y2 2 2( , ) : 
(5.4)  M
x x y y1 2 1 2
2 2
+ +⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟, . 
La (5.4) si dimostra applicando il noto teorema di Talete nel piano, vediamo come. 
Nella fig. 5.6 sono rappresentati i punti P x y1 1 1( , ) , P x y2 2 2( , ) , ( )M x yM M,  e i 
segmenti P P1 1 ' , MM ' , P P2 2 '  perpendicolari all’asse delle ascisse, dunque paralleli 
tra loro. Per il teorema di Talete, le misure dei segmenti P M1  e MP2  sono 
proporzionali a quelle dei segmenti P M1' '  e M P' '2 , perciò, essendo 
( ) ( )d P M d M P1 2, ,= , si ha ( ) ( )d P M d M P1 2', ' ', '= . Esprimendo tali distanze in 
funzione delle coordinate dei punti ( ) ( ) ( )P x P x M xM1 1 2 20 0 0' , , ' , , ' , , si ottiene la 
seguente equazione, nell’ipotesi non restrittiva che x x xM1 2≤ ≤  (come in fig. 5.6): 
   x x x xM M− = −1 2  
da cui, risolvendo rispetto ad xM : 
   x
x x
M =
+1 2
2
. 
 In modo analogo si procede per determinare yM . 
 
                                               y 
                                                                            P2 
                                              y2 
                                            yM                     M 
                                              y1            P1 
                                                            P1’   M’    P2’      
                                              O        x1      xM    x2                  x 
 
fig. 5.6 
 
Ad esempio se si considerano i punti A(2,-1) e B(4,3), il punto medio M del 
segmento AB  ha coordinate (3,1) poiché, per (5.4) si ha: 
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5.2 Retta 
 
 L’equazione di una retta r (questo vale in generale per ogni curva nel piano 
cartesiano) è l’espressione matematica della proprietà soddisfatta da tutti e soli i 
punti P(x,y) del piano che appartengono ad r. Consideriamo ora alcune rette 
particolari e determiniamone l’equazione. 
 
 Equazione di una retta orizzontale 
 Tale retta, parallela all’asse delle ascisse, contiene punti aventi la stessa ordinata 
(l’ascissa dei punti della retta può assumere invece qualsiasi valore reale). 
 Se indichiamo il  valore dell’ordinata comune a tutti i punti con h,  l’equazione 
della retta considerata è la seguente: 
(5.5)  y = h 
(si veda la fig. 5.7). 
 Se tale retta è in particolare l’asse x, h vale 0, quindi la sua equazione è: 
    y = 0. 
 Equazione di una retta verticale 
 Tale retta, parallela all’asse delle ordinate, contiene punti aventi la stessa ascissa 
(l’ordinata dei punti della retta può assumere invece qualsiasi valore reale). 
 Se indichiamo il  valore dell’ascissa comune a tutti i punti con k,  l’equazione 
della retta considerata è la seguente: 
(5.6)  x = k 
(si veda la fig. 5.8). 
 Se tale retta è in particolare l’asse y, k vale 0, quindi la sua equazione è:  
   x = 0. 
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 Equazione di una retta passante per l’origine 
 Supponiamo che sia noto un secondo punto appartenente ad una retta passante 
per O: P x y0 0 0( , ) . 
 Un punto P(x,y) del piano appartiene alla retta per O(0,0) e P x y0 0 0( , )  se le sue 
coordinate soddisfano il seguente rapporto di similitudine tra i triangoli di vertici 
O,H,P e O, H0 ,P0  (si veda la fig. 5.9): 
   
x
x
y
y0 0
=  
(nelle ipotesi x0 ≠ 0 e y0 ≠ 0) ossia se vale la seguente uguaglianza: 
(5.7)  y
y
x
x= 0
0
 
(nell’ipotesi x0 ≠ 0) detta equazione della retta per O e P0 . 
 Ponendo m
y
x
= 0
0
, la  (5.7) diventa: 
(5.8)  y mx=  
dove m si dice coefficiente angolare essendo espressione dell’inclinazione della 
retta, ossia dell’angolo che essa forma col semiasse positivo delle ascisse1. Se il 
punto P0  non è noto, m può assumere qualsiasi valore reale e la (5.8) rappresenta 
l’equazione di una generica retta non verticale passante per l’origine: al variare di m 
in R si ottengono tutte le rette per O ad eccezione di quella verticale, poiché questa, 
avendo un’equazione di tipo (5.6), cioè non contenente y, non è esprimibile nella 
forma (5.8). 
 La retta bisettrice del primo e terzo quadrante, detta anche prima bisettrice, è 
costituita dai punti del piano che hanno l’ascissa uguale all’ordinata. Questa 
proprietà si esprime in simboli matematici nel modo seguente: 
(5.9)  y x=  
che è l’equazione della prima bisettrice. Analogamente la retta bisettrice del secondo 
e quarto quadrante, detta anche seconda bisettrice, è costituita dai punti del piano 
che hanno l’ascissa e l’ordinata che differiscono solo per il segno. In simboli 
matematici si ha: 
(5.10)  y x= −  
che è l’equazione della seconda bisettrice. Si noti che le (5.9) e (5.10) sono casi 
particolari di rette per l’origine, infatti si ottengono dalla (5.8) ponendo il 
coefficiente angolare rispettivamente uguale a 1 e -1, oppure dalla (5.7) imponendo 
il passaggio rispettivamente per i punti (1,1) e (1,-1). 
 
 Equazione e coefficiente angolare della retta passante per due punti assegnati 
 Siano assegnati i punti P x y1 1 1( , )  e P x y2 2 2( , )  nel piano. La retta passante per 
essi è il luogo dei punti P(x,y) che soddisfano il seguente rapporto di similitudine (si 
veda la fig. 5.10) tra i triangoli di vertici P1,P, H e  P1,K,P2 : 
(5.11)  
x x
x x
y y
y y
−
−
=
−
−
1
2 1
1
2 1
 
ossia 
(5.12)  y y
y y
x x
x x− =
−
−
−1
2 1
2 1
1( ). 
Si noti che la (5.11) ha significato solo se i due punti considerati verificano x x1 2≠  
e y y1 2≠  (altrimenti si annullerebbero i denominatori), mentre la (5.12) assume 
significato solo se si ha x x1 2≠ , ossia se la retta non è verticale. Nel caso particolare 
in cui x x1 2=  , l’equazione della retta (verticale) per P1 e P2  è x x= 1 . 
 
 
 
 
 
                                                            
1 Usando le formule goniometriche (si veda il capitolo 9) si ha: m tg= α  dove α  
rappresenta l’ampiezza dell’angolo che la retta con coefficiente m forma col 
semiasse positivo delle ascisse. 
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 Ad esempio consideriamo i due punti A(3,1) e B(5,4). La retta passante per tali 
punti ha equazione, per la (5.12): 
  ( )y x y x x y− =
−
−
− ⇒ = − ⇔ − − =1
4 1
5 3
3
3
2
7
2
3 2 7 0. 
 Il rapporto 
(5.13)   
y y
x x
2 1
2 1
−
−
 
rappresenta l’inclinazione o pendenza della retta passante per i due punti assegnati 
P x y1 1 1( , )  e P x y2 2 2( , ) , ossia indica la relazione tra la variazione sull’asse delle 
ascisse e quella sull’asse delle ordinate nel percorrere la retta da P1 a P2 . Ad 
esempio se P1(1,1) e P2 (2,3), si ha: 
   
y y
x x
2 1
2 1
3 1
2 1
2
−
−
=
−
−
= . 
 Se invece si considera P2’(2,7), si ha, per la retta P1 P2’: 
   
y y
x x
2 1
2 1
7 1
2 1
−
−
=
−
−
=6. 
 Quello che si riscontra è che, a parità di variazione delle ascisse sulle rette P1 P2 , 
e P1 P2’, cambia la variazione sull’asse delle ordinate: questa è maggiore per la 
seconda retta che risulta pertanto la più inclinata. Si noti ora che in corrispondenza 
alla retta più inclinata P1P2 ’ si  è ottenuto il valore maggiore per il rapporto (5.13): 
dunque all’aumentare dell’inclinazione di una retta, cresce il valore della quantità 
(5.13). Si è soliti porre: 
(5.13’)  m
y y
x x
x x=
−
−
≠2 1
2 1
1 2   se   . 
Tale m si dice coefficiente angolare (o pendenza o inclinazione) della retta passante 
per due punti assegnati P1 e P2 , ed esprime l’incremento dell’ordinata in 
corrispondenza ad un incremento unitario dell’ascissa. Si noti che se x x1 2= , ossia 
se la retta passante per P1 e P2  è verticale, il coefficiente angolare non è definito. 
 Consideriamo ora i punti A(1,4) e B(-2,6). Il coefficiente angolare della retta AB 
è, per la (5.13’): 
   m
y y
x xAB
=
−
−
=
−
− −
= −2 1
2 1
6 4
2 1
2
3
. 
 Si noti confrontando i valori ottenuti per le pendenze delle rette P1 P2  , P1 P2’ e 
AB, che nei primi due casi, in cui le rette formano un angolo acuto col semiasse 
positivo delle ascisse, m risulta positivo, mentre nell’ultimo caso, in cui la retta 
forma un angolo ottuso con l’asse x, m ha segno negativo. Si ha infatti , ponendo: 
α =
= − =
= − =
angolo tra il semiasse positivo delle ascisse e la retta considerata (fig.  5.11)
incremento dell' ascissa
incremento dell' ordinata
Δ
Δ
x x x
y y y
2 1
2 1
 
che: 
 - se α è acuto, Δx e Δy hanno lo stesso segno e quindi m > 0; 
 - se α è ottuso, Δx e Δy hanno segno opposto e quindi m < 0. 
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 Equazione del fascio proprio di rette 
 Si dice fascio proprio di rette di centro P x y1 1 1( , )  l’insieme (infinito) di tutte le 
rette passanti per P1. L’equazione di tale fascio è: 
(5.14)  y y m x x− = −1 1( )  
(5.15)  x x= 1 . 
La (5.14) rappresenta, per ogni valore di m∈R  (coefficiente angolare), una retta, 
non verticale, per P1: resta esclusa la retta verticale per la quale non è definito il 
coefficiente angolare m, che ha equazione(5.15). 
 Ad esempio l’equazione di una generica retta non verticale per A(1,-2) è: 
   y m x+ = −2 1( )  con m∈R  , 
l’equazione della retta per A e parallela all’asse y è: x = 1. 
 Si noti che la (5.12) si ottiene sostituendo nella (5.14) l’espressione del 
coefficiente angolare fornito dalla (5.13’) (il cui valore si ottiene se è assegnato un 
secondo punto appartenente alla retta). 
 
 Dopo aver determinato l’equazione di una retta in alcuni casi particolari, 
passiamo all’analisi dell’equazione di una generica retta nel piano cartesiano 
(osservando come questa riassuma i casi particolari sopra considerati). 
 Equazione di una retta 
 L’equazione in forma esplicita di una generica retta non verticale è la seguente: 
(5.16)  y mx q= +  
dove m∈R  indica il coefficiente angolare della retta, espressione della sua 
inclinazione rispetto al semiasse positivo delle ascisse, e q ∈R  si dice intercetta o 
ordinata all’origine, ed è il valore dell’ordinata del punto di intersezione tra la retta e 
l’asse delle ordinate (si veda la fig. 5.11). 
 Restano escluse dalla rappresentazione esplicita le rette verticali di equazione x= 
k (per le quali non si definisce m). Si noti che: 
- la (5.14) è un caso particolare della (5.16) in quanto si ottiene sostituendo in 
quest’ultima q y mx= −1 1 (cioè il valore di q ottenibile conoscendo un punto 
appartenente alla retta non verticale); la (5.12), che si ottiene dalla (5.14) come già si 
è spiegato, risulta pertanto anch’essa un caso particolare della (5.16); 
- la (5.8) si ottiene dalla (5.16) ponendo q = 0, uguaglianza che esprime la 
condizione di passaggio per l’origine per una retta non verticale; 
- la (5.5) si ottiene dalla (5.16) ponendo m =0 (quindi ad una retta orizzontale 
corrisponde un coefficiente angolare nullo) e q = h. 
 
 Poiché la (5.16) può rappresentare solo rette non verticali, serve un’equazione 
più generale, cioè un’uguaglianza che esprima una qualsiasi retta del piano, 
contemplando anche quelle parallele all’asse y. Questa si esprime nel modo 
seguente: 
(5.17)  ax by c a b c+ + = ∈0    con , , R  
e si dice equazione di una generica retta del piano in forma implicita. 
 Infatti se b = 0 si ottiene: 
     ax + c = 0   cioè   x
c
a
= −   
ossia una retta verticale: l’equazione è di tipo (5.6) con k
c
a
= − . 
Se invece b ≠ 0  è possibile dividere entrambi i membri della (5.17) per b e, isolando 
la variabile y, si ottiene: 
   y
a
b
x
c
b
= − −  
e quindi, ponendo: 
   m
a
b
q
c
b
= − = −  e   
si ottiene l’equazione in forma esplicita di una generica retta non verticale, cioè la 
(5.16). 
  
 Grafico di una retta 
 Per tracciare il grafico di una retta, nota la sua equazione, basta disegnare nel 
piano cartesiano due punti che appartengono ad essa e quindi basta determinare le 
coordinate di questi. La rappresentazione esplicita di una retta è comoda per tale 
scopo. Infatti sostituendo un valore arbitrario alla variabile x nell’equazione esplicita 
della retta  si può determinare l’ordinata  y del punto appartenente alla retta2 e quindi 
basta ripetere tale procedimento due volte. Ad esempio assegnata l’equazione di una 
retta r: 
   y x= +2 3  
fissando per l’ascissa il valore arbitrario x = 0 si ottiene in corrispondenza 
y = ⋅ + =2 0 3 3 , perciò il punto A(0,3) appartiene ad r (questo punto si può ottenere 
più velocemente ricordando il significato dell’intercetta q = 3: ordinata del punto 
intersezione tra l’asse delle ordinate e r); assegnando poi ad x il valore 1, si ha: 
y = ⋅ + =2 1 3 5 e quindi B(1,5) è un punto di r. A questo punto disegnando A e B nel 
piano cartesiano e congiungendoli, si ottiene il grafico di r, riportato nella fig. 5.12. 
 
                                                 y           y = 2x + 3 
                                                  5                                     
                                                          B(1,5) 
                                          A(0,3) 
 
 
                                           r     O   1                                         x 
 
     fig. 5.12 
 
 Condizione di parallelismo tra rette 
 Consideriamo, senza perdere in generalità due rette r e s non verticali, cioè 
esprimibili in forma esplicita (infatti se le rette r ed s sono verticali sono già 
parallele): 
   
r y mx q
s y m x q
:
:
     
     
= +
= ʹ + ʹ
. 
 La condizione di parallelismo tra  r e s è espressa dall’uguaglianza dei 
coefficienti angolari delle due rette: 
 (5.17)  m m= ʹ  
(tale condizione esprime che le rette r e s hanno la stessa inclinazione rispetto al 
semiasse positivo delle ascisse). Ad esempio due rette parallele sono: 
   
r y x
s y x
:
:
     
     
= − +
= − +
3 1
3 2
. 
 
 Equazione del fascio improprio di rette 
 Si dice fascio improprio di rette la totalità di rette parallele tra loro e quindi, per 
la (5.17), con lo stesso coefficiente angolare. Quindi l’equazione di un tale fascio è: 
(5.18)  y mx q m q= +      con  fissato e  variabile in R . 
                                                            
2 Se l’equazione di una retta r è y = mx + q, questa esprime come determinare la y, 
una volta scelta la x, in modo che il punto (x,y) appartenga alla retta r. 
 
 Ad esempio assegnata la retta r: y = 2x + 4, l’equazione di tutte le rette parallele 
ad r è: y x q q= + ∈2   dove R . 
 
 Condizione di perpendicolarità tra rette 
  Notiamo innanzitutto che se una retta r è verticale, cioè con equazione (5.5), una 
qualsiasi retta s orizzontale, cioè di equazione (5.6), è perpendicolare ad r. Perciò 
possiamo limitarci nella nostra trattazione alle rette non verticali, considerando due 
rette in forma esplicita: 
   
r y mx q
s y m x q
:
:
     
     
= +
= ʹ + ʹ
. 
 La condizione di perpendicolarità tra  r e s è espressa dall’uguaglianza seguente: 
(5.19)  m m⋅ ʹ = −1 
che nel caso m ≠ 0  è esprimibile anche nel modo seguente: 
(5.19’)  ʹ = −m
m
1
. 
 Ad esempio se è assegnata la retta  r: y = 2x+4, l’equazione di una retta 
perpendicolare ad r è, per la (5.19’): y x= − +
1
2
1. 
 
 
 
5.3 Intersezione tra due rette 
 
 Assegnate le equazioni di due rette r e s nel piano: 
   
r ax by c
s a x b y c
:
:
     
     
+ + =
ʹ + ʹ + ʹ =
0
0
 
per determinare le coordinate degli eventuali punti di intersezione tra esse, occorre 
risolvere il seguente sistema lineare di due equazioni in due incognite (utilizzando 
uno dei metodi esposti nel capitolo 4): 
(5.20)  
ax by c
a x b y c
+ + =
ʹ + ʹ + ʹ =
⎧
⎨
⎩
0
0
  . 
 
 Per quanto riguarda la risolubilità del sistema (5.20) si possono presentare tre 
casi. 
 
 1° caso Il sistema (5.20) ammette una soluzione ( )~, ~x y , che rappresenta le 
coordinate del punto intersezione tra le rette r e s: in questo caso le rette sono 
incidenti. La condizione sui parametri reali a, b, c, a’, b’, c’ che esprime 
matematicamente l’incidenza delle rette date è: 
(5.21)  ab a bʹ ≠ ʹ  
(si veda il capitolo 4: tale condizione esprime che (5.20) è un sistema determinato) 
oppure 
   
a
a
b
b
a b
ʹ
≠
ʹ
ʹ ʹ ≠ nel caso in cui , 0. 
Infatti se vale la (5.21) si ha che i coefficienti angolari di r ed s, ossia 
rispettivamente m
a
b
= −  e ʹ = −
ʹ
ʹ
m
a
b
, sono diversi e quindi le due rette non sono né 
parallele distinte, né coincidenti, quindi hanno in comune un punto, le cui coordinate 
sono fornite appunto dalla soluzione ( )~, ~x y . 
 Ad esempio per determinare l’intersezione tra le seguenti rette: 
   
r x y
s x y
:
:
     
     
2 3 1 0
2 3 0
+ + =
− + + =
 
si risolve il sistema lineare: 
   
 2 3 1 0
2 3 0
x y
x y
+ + =
− + + =
⎧
⎨
⎩
. 
 Notiamo innanzitutto che 
a
a
b
bʹ
= − ≠
ʹ
1 = 3 quindi le due rette r e s sono 
incidenti, perciò, risolvendo il sistema troveremo una sola soluzione. 
 Risolviamo tale sistema col metodo di riduzione: sommando termine a termine le 
due equazione si ottiene l’equazione equivalente 4y + 4 = 0, che può essere sostituita 
al posto di una delle equazioni date, ottenendo il sistema equivalente: 
   
 2 3 1 0
4 4 0
x y
y
+ + =
+ =
⎧
⎨
⎩
 . 
Risolvendo la seconda equazione in una sola incognita: 
   
 2 3 1 0
1
x y
y
+ + =
= −
⎧
⎨
⎩
. 
e sostituendo infine il valore trovato per y nella prima equazione, si ha: 
   
 x
y
=
= −
⎧
⎨
⎩
1
1
 
quindi le due rette incidenti assegnate si intersecano nel punto P(1,-1). 
 
 2° caso  Il sistema (5.20) non ammette soluzioni, quindi le rette r e s non hanno 
punti in comune, ossia sono parallele distinte. La condizione sui parametri reali a, b, 
c, a’, b’, c’ che esprime matematicamente il parallelismo tra le rette date è: 
(5.22)  ab a b bc b cʹ = ʹ ∧ ʹ ≠ ʹ  
(si veda il capitolo 4: tale condizione esprime che (5.20) è un sistema impossibile) 
oppure 
   
a
a
b
b
c
c
a b c
ʹ
=
ʹ
≠
ʹ
ʹ ʹ ʹ ≠ nel caso in cui , , 0. 
Infatti se vale la (5.22) si ha che i coefficienti angolari di r ed s, ossia 
rispettivamente m
a
b
= −  e ʹ = −
ʹ
ʹ
m
a
b
, sono uguali, mentre le intercette 
q
c
b
q
c
b
= − ʹ = −
ʹ
ʹ
 e   risultano diverse: pertanto le due rette, avendo la stessa 
pendenza e passando per punti distinti dell’asse delle ordinate, risultano parallele 
distinte, cioè non hanno alcun punto in comune. 
 Ad esempio per determinare l’intersezione tra le seguenti rette: 
   
r x y
s x y
:
:
     
     
2 3 1 0
4 6 1 0
− + =
− + − =
 
si risolve il sistema lineare: 
   
 2 3 1 0
4 6 1 0
x y
x y
− + =
− + − =
⎧
⎨
⎩
. 
 Notiamo innanzitutto che 
a
a
b
b
c
cʹ
= − =
ʹ
≠
ʹ
= −
1
2
1 quindi le due rette r e s sono 
parallele distinte, cioè il sistema non ammette soluzioni. 
 Risolviamo tale sistema col metodo di riduzione: sostituiamo alla seconda 
equazione del sistema la somma tra questa e il doppio della prima, ottenendo il 
sistema equivalente: 
   
 2 3 1 0
1 0
x y− + =
=
⎧
⎨
⎩
. 
Poiché la seconda equazione del sistema sopra è impossibile, il sistema assegnato 
non ha soluzioni, cioè le rette r e s non hanno punti in comune. 
 
 3° caso  Il sistema (5.20) ammette infinite soluzioni, quindi le rette r e s hanno 
infiniti punti in comune, ossia condividono tutti i punti: sono pertanto coincidenti. 
La condizione sui parametri reali a, b, c, a’, b’, c’ che esprime matematicamente la 
coincidenza tra le rette date è: 
(5.23)  ab a b bc b cʹ = ʹ ∧ ʹ = ʹ  
(si veda il capitolo 4: tale condizione esprime che (5.20) è un sistema indeterminato) 
oppure 
   
a
a
b
b
c
c
a b c
ʹ
=
ʹ
=
ʹ
ʹ ʹ ʹ ≠ nel caso in cui , , 0. 
Infatti se vale la (5.23) si ha che i coefficienti angolari di r ed s, ossia 
rispettivamente m
a
b
= −  e ʹ = −
ʹ
ʹ
m
a
b
, sono uguali, e lo stesso vale per le intercette 
q
c
b
q
c
b
= − ʹ = −
ʹ
ʹ
 e  : pertanto le due rette, avendo la stessa pendenza e passando per 
lo  stesso punto dell’asse delle ordinate, risultano sovrapposte, cioè hanno tutti i 
punti in comune. 
 Ad esempio per determinare l’intersezione tra le seguenti rette: 
   
r x y
s x y
:
:
     
     
2 3 1 0
4 6 2 0
− + =
− + − =
 
si risolve il sistema lineare: 
   
 2 3 1 0
4 6 2 0
x y
x y
− + =
− + − =
⎧
⎨
⎩
. 
 Notiamo innanzitutto che 
a
a
b
b
c
cʹ
=
ʹ
=
ʹ
= −
1
2
 quindi le due rette r e s sono 
parallele coincidenti, cioè il sistema è indeterminato. 
 Risolviamo tale sistema col metodo di riduzione: sostituiamo alla seconda 
equazione del sistema la somma tra questa e il doppio della prima, ottenendo il 
sistema equivalente: 
   
 2 3 1 0
0 0
x y− + =
=
⎧
⎨
⎩
. 
Poiché la seconda equazione del sistema sopra è un’identità, cioè risulta verificata da 
tutte le coppie di numeri reali, può essere eliminata e il sistema risulta equivalente 
all’unica equazione: 
   2 3 1 0x y− + = . 
Esplicitando in tale equazione la variabile y in funzione della x, si ottiene: 
(5.24)  y x= +
2
3
1
3
 
cioè per ogni valore reale attribuito arbitrariamente ad x, l’ordinata corrispondente si 
calcola tramite la (5.24). Pertanto il sistema assegnato ha infinite soluzioni del tipo 
x x x,
2
3
1
3
+
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ ∈ per ogni R , che rappresentano le coordinate degli infiniti punti in 
comune tra r e s. 
 
 
 
5.4 Parabola 
 
 Si dice parabola il luogo dei punti P(x,y) del piano cartesiano equidistanti da un 
punto assegnato F, detto fuoco, e da una retta assegnata d, detta direttrice. Se 
supponiamo che il fuoco abbia coordinate ( )x yF F,  e che la direttrice sia parallela 
all’asse delle ascisse, cioè abbia equazione y = h, la parabola che ne deriva è 
costituita da tutti e soli i punti P(x,y) del piano cartesiano che soddisfano la seguente 
uguaglianza tra distanze: 
(5.25)  d(P, F) = d(P, d), 
ossia (si veda il paragrafo 5.1): 
   ( ) ( )x x y y y hF F− + − = −
2 2
 
da cui elevando al quadrato, si ottiene: 
   ( ) ( ) ( )x x y y y hF F− + − = −
2 2 2 
e, sviluppando i quadrati: 
   x y xx yy x y y h hyF F F F
2 2 2 2 2 22 2 2+ − − + + = + −  
da cui: 
   ( )x xx x y h y y hF F F F2 2 2 22 2 2− + + − = − . 
Poiché è ragionevole supporre che il fuoco non appartenga alla direttrice, il che 
significa x hF ≠ , per evitare casi banali, è possibile dividere entrambi i membri 
dell’uguaglianza sopra per il coefficiente di y (in quanto questo risulta non nullo), 
ottenendo: 
   y
y h
x
x
h y
x
x y h
y hF
F
F
F F
F
=
−
+
−
+
+ −
−
1
2 2 2 2
2
2 2 2
 
che, ponendo a
y h
b
x
h y
c
x y h
y hF
F
F
F F
F
=
−
=
−
=
+ −
−
1
2 2 2 2
2 2 2
,  ,  , diventa: 
 
(5.26)  y ax bx c a b c= + + ∈2     con , , R . 
La (5.26), nell’ipotesi a ≠ 0 (altrimenti l’equazione si riduce a quella di una retta 
non verticale), è dunque l’equazione di una generica parabola  con direttrice 
orizzontale (si veda la fig. 5.13) e con asse di simmetria parallelo all’asse y. 
    
 
                                            y     asse di simm. 
                                                                                          d(P, F) = PF 
                                                                                          d(P, d) = PH  
                                                           F(xF,yF) 
                                             c         
                                            O        V          P(x, y)                   x 
                                                          
                                             h                  H                          d : y = h 
 
     fig. 5.13 
 
 Si ritiene utile il seguente esempio per chiarire i calcoli precedenti. L’equazione 
della parabola con fuoco F(1,3) e direttrice y = 5, si può ottenere come luogo dei 
punti P(x,y) del piano cartesiano che soddisfano la (5.25) e quindi la seguente 
uguaglianza: 
   ( ) ( ) ( )x y y− + − = −1 3 52 2 2  
da cui, sviluppando i quadrati: 
   x x y y y y2 2 22 1 6 9 10 25− + + − + = − +  
quindi, sommando i termini simili ed isolando il termine in y: 
   x x y2 2 15 4− − = − . 
Dividendo infine  entrambi i membri per -4 si ha:  
   y x x= − + +
1
4
1
2
15
4
2  
che è un’equazione di tipo (5.26). 
 Se nella (5.26) si ha a > 0, allora la parabola volge la concavità verso l’alto, 
come mostra la fig. 5.14, se invece a < 0, la parabola volge la concavità verso il 
basso, come è illustrato nella fig. 5.15. 
 
                       y                                                          y 
                                 y = ax2 + bx + c, a > 0                        y = ax2 + bx + c, a < 0 
                                                
 
 
 
                      O                                x                        O                                   x 
 
 
   fig. 5.14    fig. 5.15 
 
 Il punto V di intersezione tra la parabola e il suo asse di simmetria  (si veda la 
fig. 5.13) si dice vertice della parabola e le sue coordinate sono esprimibili nel modo 
seguente, in funzione dei parametri reali a, b, c che compaiono in (5.26): 
(5.27)  V
b
a a
b ac− −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ = −
2 4
42,
Δ
Δ     avendo posto     . 
 Il fuoco  ha coordinate esprimibili come segue in funzione dei parametri reali a, 
b, c: 
(5.28)  F
b
a a
−
−⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟
2
1
4
,
Δ
. 
 L’equazione dell’asse di simmetria della parabola (retta verticale contenente 
vertice e fuoco) è, in funzione degli stessi parametri: 
(5.29)  x
b
a
= −
2
. 
 Infine l’equazione della direttrice è: 
(5.30)  y
a
=
− −1
4
Δ
. 
 Il parametro c nella (5.26) rappresenta l’ordinata del punto di intersezione tra la 
parabola e l’asse y (infatti  se si impone x = 0 nella (5.26), con l’obiettivo di 
determinare il punto della parabola appartenente all’asse y, si ottiene come ordinata 
di tale punto y = c), perciò il lettore ricordi che se tale parametro è nullo, la parabola 
passa per l’origine degli assi cartesiani. 
 Se invece si ha b = 0 nella (5.26), dalla (5.27) si deduce che il vertice della 
parabola è: V(0, c), cioè appartiene all’asse y, che risulta essere l’asse di simmetria 
della parabola. 
 Se poi si annullano contemporaneamente i parametri b e c, la parabola dovendo 
passare per l’origine e avere il vertice sull’asse y, non può che avere V coincidente 
con O(0,0). 
 Ad esempio la parabola di equazione: 
   y x x= − +2 2  
ha la concavità rivolta verso il basso (a = -1 < 0), passa per l’origine degli assi 
cartesiani (c = 0), il suo vertice è (per la (5.27)) ( )V 11, , il fuoco è (per la (5.28)) 
F 1
3
4
,
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟, e le equazioni dell’asse di simmetria e della direttrice sono rispettivamente 
(per la (5.29)) x = 1 e (per la (5.30)) y =
5
4
. Per disegnare il grafico della parabola 
considerata basta riportare i risultati sopra descritti sul piano cartesiano, disegnando 
anche a piacere ulteriori punti appartenenti alla curva, per aumentare la precisione 
della rappresentazione. Per ottenere punti appartenenti alla parabola basta ricordare 
che ogni equazione di tipo (5.26) descrive il legame tra l’ascissa e l’ordinata di ogni 
punto appartenente ad una parabola con asse verticale e quindi, basta sostituire in 
essa valori arbitrari all’ascissa, per ottenere in corrispondenza l’ordinata di un punto 
della curva. Ad esempio se x = -1, si ottiene: y = − − + ⋅ − = −( ) ( )1 2 1 32 , pertanto la 
parabola passa per il punto A(-1,-3). Il lettore noti inoltre che determinando i 
simmetrici, rispetto all’asse della parabola, dei punti O e A, si ottengono altri due 
punti della curva,  rispettivamente  B(2,0) e C(3,-3). Il grafico della parabola 
considerata diventa pertanto quello della fig. 5.16. 
 
                                                 y      asse di simm. : x = 1 
                                                  5/4                                        d:  y = 5/4 
                                             O(0,0)  1     F  V        B(2,0) 
                                                -1              1          2      3             x 
                                       
                                      A(-1,-3)      -3                         C(3,-3) 
 
     
F(1, 3/4), V(1,1) 
 
fig. 5.16 
 
 
 
 
            
                    y       x = ax2 + bx + c, a > 0                    y      x = ay2 + by + c, a < 0 
 
 
                   O                                     x                    O                                         x 
   fig. 5.17     fig. 5.18 
 
 Si riportano ora brevemente alcune considerazioni riguardanti  la parabola con 
asse di simmetria parallelo all’asse x. La sua equazione si ottiene dalla (5.26) 
scambiando l’ascissa con l’ordinata, cioè: 
(5.31)  x ay by c a b c= + + ∈2     con   , , R e  a ≠ 0. 
 Se nella (5.31) si ha a > 0, allora la parabola volge la concavità verso destra, 
come mostra la fig. 5.17, se invece a < 0, volge la concavità verso sinistra, come è 
illustrato nella fig. 5.18. 
 Anche le formule relative alla parabola con asse orizzontale si ottengono da 
quelle della parabola con asse verticale scambiando tra loro l’ascissa e l’ordinata dei 
punti. Pertanto si ha quanto segue: 
 - le coordinate del vertice V della parabola sono esprimibili nel modo seguente, 
in funzione dei parametri reali a, b, c che compaiono in (5.31): 
(5.32)  V
a
b
a
b ac− −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ = −
Δ
Δ
4 2
42,      avendo posto     ; 
 - il fuoco  ha coordinate esprimibili come segue in funzione dei parametri reali a, 
b, c: 
(5.33)  F
a
b
a
1
4 2
−
−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟
Δ
, ; 
 - l’equazione dell’asse di simmetria della parabola è, in funzione degli stessi 
parametri: 
(5.34)  y
b
a
= −
2
; 
 - l’equazione della direttrice è: 
(5.35)  x
a
=
− −1
4
Δ
. 
 Il parametro c nella (5.31) rappresenta l’ascissa del punto di intersezione tra la 
parabola e l’asse x , e quindi se tale parametro è nullo, la parabola passa per l’origine 
degli assi cartesiani. 
 Se invece si ha b = 0 nella (5.31), dalla (5.32) si deduce che il vertice della 
parabola è: V( c,0), cioè appartiene all’asse x, che risulta essere l’asse di simmetria 
della parabola. 
 Se poi si annullano contemporaneamente i parametri b e c, la parabola ha il 
vertice V coincidente con O(0,0).     
 
 
 
5.5 Intersezione tra retta e parabola 
 
 I punti di intersezione tra una retta e una parabola si determinano risolvendo il 
sistema di secondo grado contenente le loro equazioni. Illustriamo come si procede 
tramite un esempio. 
 Siano assegnate una retta r ed una parabola ℘ aventi equazioni: 
   r: y x= −1 
   ℘: y x x= − +2 4 3. 
 La loro intersezione si ottiene risolvendo il sistema lineare: 
(5.36)  
y x
y x x
= −
= − +
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
1
4 32
 . 
 Utilizzando il metodo del confronto, cioè sostituendo alla seconda equazione 
quella di secondo grado in x che si ottiene uguagliando tra loro i secondi membri 
delle due equazioni in (5.36), si ha: 
   
y x
x x
= −
− + =
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
1
5 4 02
. 
Risolvendo l’equazione di secondo grado in x si ottengono le ascisse dei punti di 
intersezione tra r e ℘: x = 1 e x = 4. Sostituendo poi il valore  di ogni ascissa 
nell’equazione della retta r si ottengono le corrispondenti ordinate. La parabola e la 
retta considerate si intersecano quindi nei due punti seguenti: 
   A(1,0) e B(4,3). 
 
 Per quanto riguarda la risolubilità di un sistema retta-parabola come quello 
dell’esempio sopra, si possono presentare i seguenti casi, distinti dal segno del 
discriminante Δ dell’equazione risolvente di secondo grado in x (l’equazione 
x x2 5 4 0− + =  nell’esempio sopra): 
 - se Δ > 0 si ottengono due punti di intersezione (come nell’esempio sopra), e la 
retta si dice secante la parabola; 
 - se Δ = 0 si ottengono due punti di intersezione coincidenti, la retta si dice 
tangente alla parabola, e l’unico punto di incontro tra le due curve si dice punto di 
tangenza; 
 - se Δ < 0 non si ottengono punti di intersezione e in tal caso la retta si dice 
esterna alla parabola. 
 Vediamo ora come si ottengono le rette passanti per un punto assegnato 
P x y0 0 0( , )  e tangenti ad una parabola assegnata di equazione (5.26): si determina 
l’equazione del fascio proprio di rette passanti per P0  avente equazione (5.14) 
(ricordando che in questo modo si esclude la retta verticale passante P0) e si 
considera il sistema di secondo grado contenente l’equazione di tale fascio e quella 
della parabola: 
(5.37)  
( )
y ax bx c
y y m x x
= + +
− = −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
2
0 0
. 
 Affinché le rette del fascio siano tangenti alla parabola, il sistema deve 
ammettere due soluzioni coincidenti, cioè il Δ dell’equazione risolvente in x (a cui si 
giunge risolvendo il sistema) deve essere nullo: occorre pertanto imporre 
l’uguaglianza Δ = 0 detta condizione di tangenza. 
 Si illustra tale procedimento con due esempi.  
 
 Esempio 5.1 
 Si consideri il punto P0(1,5) e la parabola ℘ di equazione y x x= − + +
2 4 2; si 
noti inoltre che P0  appartiene a ℘: infatti sostituendo le coordinate del punto 
nell’equazione della parabola si ottiene l’identità  5 = 5, il che significa che le 
coordinate di P0  soddisfano l’equazione di ℘, pertanto P0∈℘. Questo significa che 
esiste un’unica retta per P0  tangente a ℘. Per determinarla consideriamo il sistema 
(5.37) relativo a P0  e ℘: 
   
( )
y x x
y m x
= − + +
− = −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
2 4 2
5 1
 
ossia 
   
y x x
y mx m
= − + +
= + −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
2 4 2
5
 
da cui, uguagliando i secondi membri di entrambe le equazioni, si ottiene 
l’equazione risolvente di secondo grado: 
   ( )x m x m2 4 3 0+ − + − = . 
 La condizione di tangenza   Δ = 0 diventa pertanto: 
  ( ) ( ) ( )m m m m m− − − = ⇒ − + = ⇒ − =4 4 3 0 4 4 0 2 02 2 2  
quindi si ottengono due soluzioni coincidenti per il coefficiente angolare: 
   m m1 2 2= = . 
 Quindi l’unica retta tangente a ℘ per il suo punto P0 , che si ottiene sostituendo 
il valore di m trovato nell’equazione del fascio proprio di centro P0 , è: 
   y = 2 x + 3. 
 
 
 
 Esempio 5.2 
 Si consideri il punto P0(3,9) e la stessa parabola ℘ dell’esempio precedente; si 
noti inoltre che P0  non appartiene a ℘: infatti sostituendo le coordinate del punto 
nell’equazione della parabola si ottiene l’uguaglianza impossibile  9 = 5, il che 
significa che le coordinate di P0  non soddisfano l’equazione di ℘, pertanto P0∉℘. 
Esistono pertanto due rette per P0  tangenti a ℘. Per determinarle consideriamo il 
sistema (5.37) relativo a P0  e ℘: 
   
( )
y x x
y m x
= − + +
− = −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
2 4 2
9 3
 
ossia 
   
y x x
y mx m
= − + +
= + −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
2 4 2
9 3
 
da cui, uguagliando i secondi membri di entrambe le equazioni, si ottiene 
l’equazione risolvente di secondo grado: 
   ( )x m x m2 4 7 3 0+ − + − = . 
 La condizione di tangenza   Δ = 0 diventa pertanto: 
  ( ) ( )m m m m− − − = ⇒ + − =4 4 7 3 0 4 12 02 2  
quindi  si ottengono due soluzioni distinte per il coefficiente angolare: 
   m m1 26 2= − = e . 
 Le rette tangenti a ℘, condotte dal punto P0  esterno ad essa, sono: 
   y = 2 x + 3  e  y = -6 x + 27 
(ottenute sostituendo i valori di m trovati nell’equazione del fascio proprio di centro 
P0). 
     
 
 
5.6 Circonferenza 
 
 Si dice circonferenza il luogo dei punti P(x, y) del piano equidistanti da un punto 
fissato C (α,β) detto centro della circonferenza. La distanza  r che tutti i punti P 
della circonferenza hanno dal centro C si dice raggio della circonferenza (fig. 5.19). 
 L’equazione della circonferenza di centro C(α,β)  e raggio r si ottiene dalla 
suddetta definizione e cioè imponendo che un generico punto P(x, y)  di questa, 
verifichi l’uguaglianza: 
   d(P, C) = r 
che, per la (5.3), diventa: 
   ( ) ( )x y r− + − =α β2 2  
ossia, elevando al quadrato: 
(5.38)  ( ) ( )x y r− + − =α β2 2 2  . 
 
    y 
 
 
      
                                           r  ·P(x, y) 
    β     · C 
 
 
    O    α  x 
 
     fig. 5.19 
 
 La (5.38) è detta  equazione della circonferenza di centro C(α,β)  e raggio r. 
 Sviluppando i quadrati che compaiono nella (5.38) si ottiene un’altra 
espressione, equivalente alla (5.38), della circonferenza di centro C(α,β)  e raggio r: 
(5.38’)  x y x y r2 2 2 2 22 2 0+ − − + + − =α β α β  . 
 Ponendo: 
(5.39)  
a
b
c r
= −
= −
= + −
2
2
2 2 2
α
β
α β
 
nella (5.38’), si ottiene la seguente equazione: 
(5.40)  x y ax by c a b c2 2 0+ + = ∈+ +      con     , , R 
che rappresenta una circonferenza con centro C. 
 Le coordinate di C si ottengono dalle prime due uguaglianza di (5.39) in 
funzione dei parametri reali a, b, c come segue: 
(5.41)  C
a b
− −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟
2 2
, . 
 L’espressione del raggio r della circonferenza (5.40), in funzione dei parametri 
reali a, b, c, si ottiene dalla terza uguaglianza di (5.39) e da (5.41): 
(5.42)  r a b c= + −
1
2
42 2 . 
 Si noti che l’espressione al secondo membro di (5.42) è un numero reale solo se 
il radicando è maggiore o uguale a zero, cioè: 
(5.43)  a b c2 2 4 0+ − ≥ , 
perciò il lettore ricordi che solo se vale la (5.43), l’equazione (5.40) rappresenta una 
circonferenza nel piano cartesiano (che diventa degenere nel caso particolare in cui  
il radicando in questione si annulli, infatti ciò implica l’annullarsi del raggio e quindi 
la circonferenza si riduce ad un punto: il centro). 
 Dalle (5.40) e (5.43) si deduce pertanto che una generica equazione di secondo 
grado in due variabili, cioè del tipo: 
(5.44)  dx ey fxy ax by c2 2 0+ + + + + =  
rappresenta una circonferenza solo se valgono le seguenti condizioni: 
 (5.45)  
d e
f
a
d
b
d
c
d
= ≠
=
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ +
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ − ≥
0
0
4 0
2 2
. 
 Consideriamo ora alcuni casi particolari: 
1) l’equazione di una circonferenza con centro O(0,0) e raggio r è: 
   x y r2 2 2+ = ; 
2) se c = 0 nella (5.40) allora la circonferenza passa per l’origine; 
3) se b = c = 0 nella (5.40), ossia se si ha l’equazione 
   x y ax2 2 0+ + =  
la circonferenza da essa rappresentata ha centro sull’asse delle ascisse: 
   C
a
−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟
2
0,   
ed è tangente nell’origine O all’asse delle ordinate, pertanto il suo raggio è: 
   r
a
=
2
; 
4) se a = c = 0 nella (5.40), ossia se si ha l’equazione 
   x y bx2 2 0+ + =  
la circonferenza da essa rappresentata ha centro sull’asse delle ordinate: 
   C
b
0
2
,−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟  
ed è tangente nell’origine O all’asse delle ascisse, pertanto il suo raggio è: 
   r
b
=
2
. 
 
 
 
5.7 Intersezione tra retta e circonferenza 
 
 Le intersezioni tra una circonferenza e una retta assegnate si trovano risolvendo 
il sistema delle loro equazioni. 
 Se ad esempio si considerano la circonferenza γ di equazione: 
   x y x2 2 4 0+ − =  
e la retta r seguente: 
   x y− − =2 0  
gli eventuali punti di intersezione tra γ e r si determinano risolvendo in seguente 
sistema di secondo grado: 
   
x y x
x y
2 2 4 0
2 0
+ − =
− − =
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
. 
 Esplicitando la y nella seconda equazione del sistema si ha: 
   
x y x
y x
2 2 4 0
2
+ − =
= −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
 
 Sostituendo poi nella prima equazione l’espressione di y in funzione di x, fornita 
dalla seconda equazione si ottiene l’equazione risolvente: 
   x x2 4 2 0− + =  
le cui soluzioni sono: 
   x x1 22 2 2 2= − = +  e   
che rappresentano le ascisse dei due punti di intersezione tra γ e r. Si determinano 
poi le ordinate di tali punti, sostituendo ciascuna ascissa nell’equazione esplicita 
della retta r. I punti di intersezione risultano i seguenti: 
   ( ) ( )A B2 2 2 2 2 2− − +, ,  e  . 
 
 Le posizioni reciproche tra retta e circonferenza sono caratterizzate dal 
discriminante Δ dell’equazione risolvente di secondo grado in x (l’equazione 
x x2 4 2 0− + =  nell’esempio sopra): 
 - se Δ > 0 si ottengono due punti di intersezione (come nell’esempio sopra), e la 
retta si dice secante la circonferenza; 
 - se Δ = 0 si ottengono due punti di intersezione coincidenti, la retta si dice 
tangente alla circonferenza, e l’unico punto di incontro tra le due curve si dice punto 
di tangenza; 
 - se Δ < 0 non si ottengono punti di intersezione e in tal caso la retta si dice 
esterna alla circonferenza. 
 
 Vediamo ora il procedimento per determinare le rette passanti per un punto 
assegnato P x y0 0 0( , )  e tangenti ad una circonferenza assegnata di equazione (5.40), 
che è analogo a quello visto per la parabola: si determina l’equazione del fascio 
proprio di rette passanti per  P0  avente equazione (5.14) (ricordando che in questo 
modo si esclude la retta verticale passante P0) e si considera il sistema di secondo 
grado contenente l’equazione di tale fascio e quella della circonferenza: 
(5.46)  
( )
x y ax by c
y y m x x
2 2
0 0
0+ + + + =
− = −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
. 
 Affinché le rette del fascio siano tangenti alla circonferenza, il sistema deve 
ammettere due soluzioni coincidenti, cioè il Δ dell’equazione risolvente in x, a cui si 
giunge risolvendo il sistema, deve essere nullo: si deve pertanto imporre 
l’uguaglianza Δ = 0 detta condizione di tangenza. 
 Si illustra con un esempio come si determinano le rette per un punto dato, 
tangenti ad una circonferenza assegnata. 
 Consideriamo la circonferenza con  centro C(2,0) e raggio r = 2, cioè tangente 
nell’origine all’asse delle ascisse, e il punto P(3,3). Tale punto non appartiene alla 
circonferenza considerata, infatti sostituendo le sue coordinate nell’equazione di 
quest’ultima si ottiene l’uguaglianza impossibile 6 = 0: pertanto esistono due rette 
tangenti. Il sistema (5.46) diventa in questo caso: 
   
( )
x y x
y m x
2 2 4 0
3 3
+ − =
− = −
⎧
⎨
⎪
⎩⎪
 
da cui, ricavando l’espressione di y in funzione di x nella seconda equazione e 
sostituendola nella prima, si ottiene l’equazione risolvente: 
   ( ) ( )1 2 3 3 2 9 18 9 02 2 2 2+ − − + + − + =m x m m x m m . 
 Si ottengono i coefficienti angolari m delle rette tangenti, imponendo 
nell’equazione sopra la condizione Δ = 0, cioè: 
   ( ) ( )( )3 3 2 1 9 18 9 02 2 2 2m m m m m− + − + − + =  
ossia 
   3 6 5 02m m+ − =  
che ha due soluzioni distinte: 
    m1 2
3 2 6
3,
=
− ±
. 
 Quindi le rette tangenti alla circonferenza considerata, condotte dal punto P 
esterno ad essa, sono: 
   
t y x
t y x
1
2
3 2 6
3
6 2 6
3 2 6
3
6 2 6
:
:
  
 
=
− −
+ +
=
− +
+ −
 
(ottenute sostituendo i valori di m trovati nell’equazione del fascio proprio di centro 
P). 
 
 
 
5.8 Iperbole equilatera riferita ai suoi asintoti 
 
 Si dice iperbole equilatera riferita ai suoi asintoti (ossia i cui asintoti coincidono 
con gli assi cartesiani) il luogo ℑ dei punti P(x, y) del piano cartesiano per i quali è 
costante il prodotto delle due coordinate. Se si indica con  k il valore della suddetta 
costante, la definizione si traduce matematicamente nella seguente uguaglianza: 
(5.47)  x y k k⋅ = ∈     con  R 0   
che è l’equazione dell’iperbole equilatera riferita ai suoi asintoti. Se  k = 0 non si ha 
l’equazione di un’iperbole, infatti, in tal caso, la (5.47) si riduce alle equazioni degli 
assi cartesiani. Dovendo pertanto essere k ≠ 0, la (5.47) contiene solo punti con 
entrambe le coordinate non nulle, cioè ℑ non interseca gli assi cartesiani (e quindi 
non può passare per l’origine): gli assi cartesiani sono rette a cui ℑ si avvicina  senza 
mai intersecarli (si vedano le fig. 5.20 e 5.21) e vengono per questo chiamati asintoti 
dell’iperbole equilatera (per x che si avvicina a zero, ℑ si avvicina all’asse y, mentre 
per x arbitrariamente grande o arbitrariamente piccolo, cioè tendente all’infinito, ℑ 
si avvicina all’asse x). 
 L’iperbole equilatera riferita agli asintoti  ha come assi di simmetria la retta 
bisettrice del primo e terzo quadrante, di equazione y = x, e la bisettrice del secondo 
e quarto quadrante, di equazione y = -x e uno solo di tali assi viene intersecato dalla 
curva. 
 Continuiamo lo studio della (5.47) trattando separatamente i due casi relativi al 
segno della costante k. 
 Se nella (5.47) si ha k > 0, allora i punti P(x, y) appartenenti a ℑ sono quelli 
aventi ascissa e ordinata concordi (cioè aventi lo stesso segno), quindi il grafico 
dell’iperbole equilatera giace nel primo e nel terzo quadrante (si veda la fig. 5.20). In 
questo caso la curva interseca la prima bisettrice e i punti di intersezione V V1 2,   
vengono detti vertici di ℑ. Per determinare le coordinate dei vertici basta risolvere il 
sistema: 
   
x y k
y x
⋅ =
=
⎧
⎨
⎩
 
da cui si ottiene, per sostituzione, la seguente equazione risolvente di secondo grado 
pura: 
   x k2 0− =  
avente le due soluzioni reali (essendo, per ipotesi, k > 0) opposte: x k1 2, = ± . 
 Pertanto i vertici sono i seguenti: 
   ( ) ( )V k k V k k1 2, ,  e  − − . 
 Se invece nella (5.47) si ha k < 0, allora i punti P(x, y) appartenenti a ℑ sono 
quelli aventi ascissa e ordinata discordi (cioè aventi segno opposto), quindi il grafico 
dell’iperbole equilatera giace nel secondo e nel quarto quadrante. 
 Inoltre la curva interseca la seconda bisettrice e i punti di intersezione V V1 2,  , 
detti vertici di ℑ, si determinano, analogamente al caso precedente, risolvendo il 
sistema: 
   
x y k
y x
⋅ =
= −
⎧
⎨
⎩
 
da cui si ottiene: 
   x k2 0+ =  
avente le due soluzioni reali (essendo, per ipotesi, - k > 0) opposte: x k1 2, = ± − . 
 Pertanto i vertici sono i seguenti: 
   ( ) ( )V k k V k k1 2− − − − − −, ,  e  . 
 Il grafico di ℑ con k < 0 è riportato nella fig. 5.21. 
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 Il lettore noti, infine, che la (5.47) rappresenta la legge di proporzionalità inversa 
tra due grandezze rappresentate dalle variabili x e y. 
 Per quanto riguarda l’intersezione tra retta e iperbole, il procedimento è analogo 
a quello visto per la parabola e la circonferenza: si considera il sistema contenente le 
equazioni della retta e di ℑ, si giunge, per sostituzione, all’equazione risolvente di 
secondo grado in una sola variabile e, a seconda del valore del discriminante Δ di 
questa, si ottengono le seguenti posizioni reciproche tra retta e ℑ: 
 - se Δ > 0 si ottengono due punti di intersezione e la retta si dice secante 
l’iperbole; 
-4
-2
0
2
4
-4 -2 0 2 4
-(x)**(-1)
 - se Δ = 0 si ottengono due punti di intersezione coincidenti, la retta si dice 
tangente all’iperbole, e l’unico punto di incontro tra le due curve si dice punto di 
tangenza; 
 - se Δ < 0 non si ottengono punti di intersezione e in tal caso la retta si dice 
esterna all’iperbole. 
 Naturalmente anche il procedimento che consente di determinare l’equazione 
delle rette tangenti è lo stesso visto per le altre curve: si impone la condizione di 
tangenza Δ = 0 nell’equazione risolvente dedotta dal sistema contenente le equazioni 
della retta e dell’iperbole. 
 Concludiamo il paragrafo con una proprietà delle rette tangenti a ℑ (che vale in 
generale per una qualsiasi iperbole, anche non equilatera): 
 il punto di tangenza ( )P x yt t t,  è il punto medio del segmento AB intercettato 
dagli asintoti sulla retta tangente. 
 Anziché dimostrare tale proprietà, ci si limita ora a verificarla con un esempio. 
 Consideriamo il punto  ( )Pt 12,  appartenente alla curva di equazione: 
   xy = 2 . 
 Innanzi tutto determiniamo l’equazione della retta tangente in ( )Pt 12,  
all’iperbole equilatera, con i seguenti passaggi : 
   
( )
xy
y m x
=
= − +
⎧
⎨
⎩
2
1 2
 
da cui, per sostituzione, si ottiene l’equazione risolvente: 
   ( )mx m x2 2 2 0− − − =  
e quindi, imponendo la condizione di tangenza Δ = 0: 
   ( ) ( )m m m m m− + = ⇒ + = ⇒ = = −2 8 0 2 0 22 2 1 2  
quindi la retta tangente ha equazione: 
   y x= − +2 4 . 
 I punti di intersezione tra la tangente e gli assi cartesiani sono: 
   
( )
( )
y x
y
A
y x
x
B
= − +
=
⎧
⎨
⎩
⇒
= − +
=
⎧
⎨
⎩
⇒
2 4
0
2 0
2 4
0
0 4
,
,
. 
 Infine determinando le distanze del punto di tangenza da A e da B si ottiene: 
   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
d A P
d B P
t
t
,
,
= − + − =
= − + − =
2 1 0 2 5
0 1 4 2 5
2 2
2 2
 
dunque la proprietà sopra enunciata risulta verificata (si veda la fig. 5.22). 
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